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mit der gedeckten der anderen im Sehfelde zusamnicnfullt; dann 
erblickt man das Loch in dem Boden der zweiten Bohre umgehen 
von einem dunkeln Hofe, welche alhniilich in das helle Feld über¬ 
geht, das von der Wand der Röhre begrenzt wird. 

Prof. Brücke macht darauf aufmerksam, dass dieser schöne 
Versuch wiederum in schlagender Weise zeige, wie vergeblich es 
sei, die Contrast-Erschcinungen einseitig von den durch einfalleudes 
Licht bedingten Erregungszuständen der Netzhaut ableiten zu wollen, 
und dass man immer zugleich die Erregungszustände der Central- 
thcile, des Gehirnes selbst, berücksichtigen müsse, wie er solches 
schon in seiner Abhandlung über die subjcctivcn Compiemeulär- 
Farbcn (Denkschriften Band III, Seite 95) nachgewiesen habe. 
Wenn man sich nicht mit den nichtssagenden Phrasen von Sym¬ 
pathien beider Netzhäute begnügen, sondern den innern Hergang 
bei diesem Versuche wirklich vorstellbar machen wolle, so müsse 
man sagen: Durch die örtliche Bestrahlung der Netzhaut des 
Auges, welches durch die gedeckte Röhre sieht, wird der Bezirk 
des Centralorgans, zu welcher die durch jene Bestrahlung bedingte 
Erregung zunächst fortgeleitet wird, sammt seiner nächsten Um¬ 
gebung so verändert, dass er weniger disponirt ist, zur Erfindung 
des Leuchtenden erregt zu werden als die davon entfernter liegen¬ 
den Punkte, desshalb empfinden auch diese die Erregung, welche 
von dem anderen Auge her zugeleitet wird, stärker, und dadurch 
entsteht im binocnlären Sehen der dunkle Hof auf hellem Felde. 


Ilr. Simon Spitzer, Assistent und Privat-Docent am k. k. 
polytechnischen Institute in Wien, überreichte nachstehende 
Abhandlung: „Z u sätz e z u m e i n e n A rb e i t en über höhere 
Gl e i c h u n gen.” 

Ich habe in einem kleinen Aufsatze, der im Bd. VI, Hfl. 2, 
S. 152, der Sitzungsberichte der matliem.-naturw. Classe der kais. 
Akademie der Wissenschaften erschien, eine Vervollständigung 
meiner Arbeiten über höhere Gleichungen, die ich unter dem Titel 
„Allgemeine Auflösung der Zahlen - Gleichungen mit einer oder 
mehreren Unbekannten” veröffentlichte, geliefert, und lasse hier 
mehrere andere nachfolgen. 



©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at 


456 


t. 

Es kann der Fall Vorkommen, dass man bei einer Gleichung 
höheren Grades die Kenntniss der trinomischen, aber reellen Wur- 
zelfactoren der Kenntniss der imaginären Wurzeln derselben 
vorzieht. Ich will daher hier zeigen, wie man einen solchen 
Factor sich verschafft, ohne erst die imaginären Wurzeln selbst 
zu kennen. Sei 


f{x) = + x n ~ l 4 - Ai .. . 4 - A n _ { x 4- A n = 0 

das Gleichungspolynom, in welchem alle Coefficienten bekannte 
reelle Zahlen sind, x~ +ax + b ein Wurzelfactor, der von zwei 
conjugirtcn imaginären Wurzeln herriihrt. Man dividire das 
Polynom f(x) durch x z -hax + b , so wird ein gewisser Quotient 
erscheinen, und ein Rest von der Form 3Ix + 2V, wo M und N 
Functionen sind von den noch unbekannten Zahlen a und b. Soll 
nun x z 4-«.r 4 - b ein Factor des Polynoms f(x) sein, so muss als 
Rest Null herauskommen für jedes x , also muss man haben : 

M= Ö , N — 0. 

Jene reellen Werthsystemc von a und der positiven Zahl b , 
welche diesen beiden Gleichungen genügen, sind die Theile, 
welche zur Bildung des Wurzelfactors x 2 + ax + b der vorge¬ 
legten Gleichung gehören. 

Um das Bildungsgesetz der beiden Gleichungen 

;J/=0 , JV = 0 

zu kennen, dienen folgende Betrachtungen : Es sei 

f Qr) = (x 2 4- a x 4- b) (j> (V) 4- 31 x 4- N , 

wo offenbar yQr) der Quotient ist, der erhalten wird, wenn man 
f(x) durch x 2 -hax + b dividirt. Seien cc und ß die beiden ima¬ 
ginären Wurzeln von x 3 + ax + & = 0, so ist 


/(«) = J/a + iY 
f(ß)^Mß + N. 


« - ? 




x 
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Setzt man nun statt «, m + n; statt ß, m—n\ entwickelt dann 
+ uml f(ja — n) nach der Ta ylor’schen lteihe und redu- 
cirt gehörig, so erhält man 

M = f ( H 0+"JT f w ('») +••• 

= / 0»)+-fr/’ ( ' ) 0'0 +tt/' (4) (*«)+• • • — 

-m [/•'(».) +-£-f (3) (»0+-Jr/‘ (,) ("0+ • • -I» 

oder da 

J/=0 und jV= 0 


/"(» 0+-yr /‘ <:I) O) + yy A (5) O) + • • • = 0 

n«o +-?rr™ 0 >»)+■£ f 0) (»0 + ••• = <>• 


Nun ist aber 



und folglich sind die beiden Gleichungen, die zur Bestimmung von 
a und h dienen, diejenigen, die man erhält, wenn man in den Glei¬ 
chungen (1) die Substitutionen m = if — —^—-vollzieht. 

Das Bihlungsgesetz der Gleichungen (1) ist sehr leicht zu 
merken, da die abwechselnden Glieder der Entwicklung von 
/'(w + n) nach Taylor's Keilte mit denselben im innigsten Zu¬ 
sammenhänge stehen. Was übrigens die Aullosung dieser zwei 
Gleichungen anbelangt, d. i. d : e Aufsuchung von a und b, so ist, 
wie man sich sehr bald überzeugt, dieselbe nicht im Geringsten 
comjdicirter, als die Aufsuchung der imaginären Wurzel der vor¬ 
gelegten Gleichung. 
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Ich zeigte in meiner zu Anfang citirten Arbeit, wie siel» in 
gewissen Fällen eine Function mit zweien Unbekannten in mehrere 
rationale Factoren, die sich unter einander bloss um constante Zahlen 
unterscheiden, zerfälleu lässt. — Ganz analoge Zcrfällungcn ge¬ 
statten unter gewissen Umständen auch Functionen mit drei oder 
mehreren Unbekannten. Wäre nämlich gegeben 

? Ol, «25 «JJ • • • «■) = 0 (1) 

so bilde man hieraus 


i; d "‘ + -S; du * + -S; d “’ + 


+-pLdu n = 0 

8 II n 

Haben nun die verschiedenen Differentialquotienten? 9 


( 2 ) 


c'f 3? 3 9 

3uj 5 c «2 5 2»/j ci*. 

einen gemeinschaftlichen Factor, wird die Gleichung (2) durch 
diesen dividirt, 


und gäbe diess die Gleichung 


U l 9-f- Z 7 3 B-f- 0^3 -+• . . . ■+• TJ n %it n = 0 (3} 

wo Ui , ?/ 3 , . .. U n , constante Zahlen oder auch Functionen 

von iti, Uz, ... u u sind, so wird, wenn diese Gleichung (3) ein 
vollständiges Differential, etwa von 


f(u n u z ,nz, . . .??„) = Const. (4) 

ist, y (?e,, Mo, Uz, .. . w„) eine Function sein von/*(*/,, . w M ),die 

man, wenn (1) und (4) algebraische Polynome sind, sehr leicht 
dadurch bestimmen kann, dass man das Polynom (1) nach den Po¬ 
tenzen des Polynoms (4) ordnet. 

Um diess zu beweisen, bemerke man, dass sich die Gleichung 
(3) in der Form 

8/« 0 

schreiben lässt, und folglich die Gleichung (2) in der Form 


o, 


wenn M der Factor ist, durch den sie abgekürzt wurde. Da nun 
Jfrif ein vollständiges Differential und zwar von y ist, so kann 
diess nur dann statlfinden , wenn M eine Function von / ist, sei 
diese ( f) so ist 


3 ? = -M/W 
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uml wenn man inteffrirt 

y=y*^(/ > )9/' = einer Function von f, 

Beispiel. Es sei ein Polynom mit den 3 Unbekannten x , ?y, s 
gegeben, dieses sei 

? V? ") = s 6 + 3c) (—.r ?/ + .x*—2) + cr[ 3ar y 1 + ßxy (—x + 2) 
+ 3x 2 — 12x +11] — .r" t/ 1 + 3.x-' ?/- (.x—2) + .r?/ (—3.x' 
+ 1 2x — 1 !) + x ?> — C)x 2 + 1 I x + G , 

so ist 

^ = 3z* (—y + 1) + Gs 2 [xif + 2y (—x + 1)+^—2] — 3 x 2 if + 
+ 3xy 2 (3x —4) + ?y(—lhr 2 -f 24x—11) + 3x 2 —12x+ 11, 
^ = — 3xz* + Gxo 2 (cT?y—,r + 2) — 3,r 2 // 2 + Ga* 2 # (x—2) — 3 jt 3 
+ 12ar— 11a:, 

•“ = Gc 5 + 12c 3 (—xy + x — 2) + 2c. [3ory/ 2 + ßxy ( — x+ 2) + 
+ 3ar— 12x+ 11], 

Biese drei Differenzialquotienten lassen sich auch so schreiben : 

= (— y +1) [3o* + Gc 2 (—xy -f «r—2) + 3x 2 ?y 2 + ßx ?y(—x + 2) 
+ 3x 2 — 12x +11] , 

1^- = — x [3c) + Ger (—xy + x —2) + 3 xhf + Gxy (—x + 2) 

+ 3x ~—12x + 11] , 

= 2 c [3c) + Go 2 (—xy + x —2) + 3 x z y z + ßxy{—x + 2) 

+ 3x 2 —12 r + 11]. 


und die Gleichung 


8 y 
8.u 



+ =0 


(2) 


geht, nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors über in 


(— y + 1) %x — x ö?y + 2c. Sc — 0 (3) 

welche das vollständige Differential von 

x — xy + c 2 — Consi. (4) 

ist. Es muss somit y (x, /y, s) eine Function sein von x—xy + er. 
Um nun diese Function zu finden, dividiren wir y(.r. //, c) durch 
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z 2 — xy + x, den dabei herauskommenden Quotienten wieder, 
eben so den hiebei hcrauskommeuden Quotienten u. s. f., so hat 
man 

= 0 l+ -^-± -, 

— xy + x — xy + x 

WO 

£) 1= =:o 4 -f-2o 5 (— xy-hx — 3)-hx 2 y 2 -h2xy (—x + 3) + x 2 —(kr + 11 
ist, ferner bat man 

- = Q. + .. r .. " , 

Ä- — xy f X ^ ~ — xy -f x 


wo 


Q z = o 2 — x y + x — 0 

ist, endlich hat man 


s, 3 ~ xy + x — xy + x * 

Es ist somit 

Q z = (V —xy + t r) —6 
O, = (o 2 —xy + .r) 2 — G(s 2 — xy + x’) +11 
<p Qr,i/,s) = (V —xy + xy— 6(s 2 — 37 / +j?) 2 + 1 l(s 2 —xy + x)-G. 

Die Gleichung 

<p ( x , ?/. o) = 0 

geht daher, wenn man z 2 — x?/+j: = if setzt, über in 
w 3 —Gm 8 +11w —6 = 0 

und dieser genügen die Auflösungen 1, 2. 3, folglich ist 

z 2 — x y + x = 1 
o 2 — x y + x = 2 
s — x y -h x ^ 3 

und somit zerfällt die vorgelegte Gleichung in diese drei einfa¬ 
cheren Gleichungen. 
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a. 

Es gibt Fülle, wo Analoges sogar bei Gleichungen mit einer 
Unbekannten stattfindet. Ist nämlich 

f O) = ? 00 und u = r' OO ) 

wo $ (x) eine Function von höherem als ersten Grade ist, so wird 
in einem solchen Falle die Auflösung der Gleichung 

/■(>) = 0 

zurückgeführt auf die Auflösung von 

? (»o=° 

und auf die Auflösung: der Gleichungen 

’r' (x) = * , t (x) = ß , P (x) = r i 

wenn a, /3, 7 . . . die Wurzeln von y(w)=0 sind. Hat man daher 
eine Gleichung höheren Grades gegeben, von der man vermuthef, 
dass sie eine solche Zerfällung gestattet, sei nämlich 

/(.r) — ip(ii), 

so ist offenbar . 

r o«o-?'oo • -|!r- 

Man wird daher die vorgelegte Gleichung diilerenziren, den 
Differentialquotienten in Factorcn anflösen, seien dieselben 

x — w t , x — u\, , x — ir, , . . .x — u * n —1 

so wird man sefzen 


^d. h. 


3?/ 

3.r 




W'i < 



(.r- — 2//' t .r) , 


und wird sehen, ob sich f(x) so nach den Potenzen von x 2 — 2w x x 
ordnen lässt, dass die Coefficienten dieses nach x ’ — 2 w t x ge¬ 
ordneten Pohnoms constante Zahlen sind. Ist dieses der Fall, so 
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ist f (.r) = o (x 2 — 2 u\x) \ (cs muss hierbei, wie sich von selbst 
versteht, der Grad von f(x) eine durch zwei [heilbare Zahl sein), 
ist dieses nicht der Fall, so wird man genau denselben Versuch mit 
dem Polynom x 2 — 2 u\x oder mit x 2 — 2 x , . . . machen. 
Gelingt es nicht, das Polynom nach einer der Grössen 

x 2 — 2 u\x , x 2 — 2 ic 2 x , x 2 — 2 ic 3 x , . . ,x 2 — 2/r„_ l x 

zu ordnen, so wird man , falls der Grad des Polynoms f(x) ein 
Vielfaches von 3 ist, die n —1 Faetoren von f\x) zu je zwei com- 
hiniren und versuchen , oh 


äT = O — w 0 O — »«•*) 


d. h. ob 




sein kann. Man wird nämlich sehen, ob/'(x) sich nach den Po¬ 
tenzen von 



so ordnen lässt, dass die Coefficienten des so geordneten Polynoms 
constant sind. Ist dieses nicht der Fall, so wird man einen ähn¬ 
lichen Versuch mit 


x’ 


o 


(?r, H- ?r 3 ) x 2 4* 3?6*i ic :) x , 


oder mit 



u. s. f. machen. 

So z. P. findet man, dass sich das Polynom 

x" — ()x r ° •+■ 1 Ix' — 2Sx' > -f 1 3./;" H- 1 4.r 4-9 


in der Form 


(x 2 - 2./:)" 4 o (x 2x) 2 7 (x 2 - 2x) + 9 


bringen lässt. 
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4. 

Ich glaube hei der Aufzählung der speciellen Fälle noch den 
Fall an fuhren zu dürfen, wo die Gleichungen nach den in ihnen 
vorkommenden Unbekannten symmetrisch sind, obwohl dieser so 
einfach ist, dass er kaum einer Erwähnung bedürfte. — Wäre ein 
solches System 

?i Oi, «i,«• • • 0 = 0 

,1(2,11,, . . . u H ) =0 

(1) ?3 (Wl, Wa» • • ■ O =0 

<?n (Wi,W 8 ,Wj, . . . 0 = 0, 

so lässt sich dasselbe in zwei andere, einfachere umgeslalfcn. 
Setzt man nämlich 



»1 

+ «s + «3 + • 

.+ W, 


lf \ 

Ui+Ui «3+ . 

• • • + 1", 

(2) 

U\ 

«a «3 + • • • 

• + l'„-2 "n-1 « 


«i«äW 3 . // n _i ti H = , 

so ist dies das eine System. Da die Gleichungen (I) nach der 
Voraussetzung symmetrisch sind, so lassen sich die Functionen 
?2 ? ? 3 i • • • durch r,, i\., ir,,. . . i'„ Ausdrücken. und gesetzt den 
Fall, dadurch gingen die Gleichungen (!) über in 

*M r i, • • • O = 0 

f a , i\t, ■ • . O 0 

(3) ’p3 (i‘i , r 3j • * • *\|) = 0 

• • • r„) = 0, 

so ist natürlich dieses System von einfacherem Hau. Man wird 
nun damit anfangen, dieses System (3) aufzulösen, und hat man 
Werthe für v gefunden, die ihnen genügen, so werden diese in 
den Gleichungen (2) suhsliluirt, die entsprechenden ?/ liefern, 
und zwar, wie leicht zu sehen, für jedes Werlhsyslcm von r, n 
Werth sys lerne für u. 


Sitzb. d. in. n. Ci. Vif. Bd. III. Hft. 


30 
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5. 

Sowie durch die Einführung des Imaginären die Construc- 
tion der gewöhnlichen Gleichungen eine bedeutende Vervollstän¬ 
digung erhielt, so kann, wie ich hier zeigen werde, durch das¬ 
selbe Mittel auch die geometrische Construction der Differen¬ 
tialgleichungen vervollständigt werden. 

Man hat sicli bisher sehr wenig mit diesem Gegenstände be¬ 
schäftigt; mit einigen Worten lasst sich das, was darüber ge¬ 
sagt, wiedergeben. Um eine Differentialgleichung, etwa 

0 ) | -/•(*.») 


zu construiren, verfuhr man folgender Massen 1 ): Man nahm 
irgend einen beliebigen Punkt 11 an, seine Cordinaten seien x 0 2/o* 
Werden diese Wcrthc in die gegebene Differentialgleichung sub- 
stituirtj so erhält man 




2 /..) = 


Mi , 





und wenn man alsdann 
die Linie MT zieht, wel¬ 
che mit der Axe der x 
einen Winkel bildet, des¬ 
sen trigo nometrisch eTan- 
genle =/■(«o, y„) ist, so 
ist diese gerade Lini aMT 
eine Tangente der ge- 

p* -jc suchten Curve. Da nun 

eineCurve und ihrcTan- 
i\ähe des Berührungspunktes nahe zusammen¬ 
fallen, so kann man den auf der geraden Linie MT in einer sehr 
kleinen Entfernung von M liegenden Punkt Dl r als der Curve an¬ 
gehörig betrachten. 

O <2 


gente 

O 


Seine Coordinalcn sind alsdann 


x, — OP' — x„ + Ax 

= jlPP' = »/„ + Dl' in = y n + Ax . lang Dl' Ulm = y 0 + Ax . y 0 ' 


’) Siehe Moigno, Vorlesungen über Inlegralreclmung. 
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und diese geben in (1) substituirt 

(lf) = A 

wodurch die Richtung der durch den Punkt M' gehenden Tangente 

O O O 

M T ' bestimmt ist, wählt man nun auf dieser Tangente sehr 
nahe an M' den Punkt M n ', so sind dessen Coordinaten 

x> — Xi + <\x 
y, = y t + Ax . yi 

und die Richtung der Tangente am Punkte M" wird gegeben 
durch 


u. s. f. Auf diese Weise erhält man ein Vieleck, welches um so 
weniger von der durch das Integral der gegebenen Differential¬ 
gleichung bestimmten Curvc verschieden ist, je grösser die An¬ 
zahl seiner Seiten wird. 

So weit ging man bisher in der Conslruction der Differen¬ 
tial-Gleichungen. Es giebt aber noch eine ganze Reihe anderer 
Curven, die auch derselben Differentialgleichung genügen, und 
nicht aus dieser Darstcllungsweise hervorgehen. Es sind das die¬ 
selben Curven, die ich hei einer andern Gelegenheit mit dem Na¬ 
men „conjugirte Curven” bezeiclmete. 

Sei 


^=/(», =)• 


Ich gebe jetzt dem u nicht bloss reelle, sondern auch ima¬ 
ginäre Wcrtlie x+yV^T, so dass man hat 

^L=r(.x+yv-i, z), 


welche für die specicllen reellen Wcrllic x 0 y 0 übergebt in 

Lässt man nun x 0 um die sehr kleine Grösse Ax, y 0 um At/, 
und s 0 um io wachsen, so hat man sehr nahe, wenn man die 
Coordinaten des nächsten Punktes mit x t , y t9 s, bezeichnet 

(1) 5 i = $„-f- (-^ + A/y V — lj 

30 * 
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oder 

oder 


5i = 5 ll + (/ > 0 + QoV-\) (Aa?+Ay V—. l) 


(2) c,—= Ao = (/> \x—Q 0 Aiy) + V— l (ö„ A.r + P„ A?/). 

Wählt man A/y so, dass As reell wird, so muss man 
<?u Ax + PoA]/ = 0 
setzen, denn dadurch wird 

As = l\ Ax — Q 0 A y 

somit reell. Aus den zwei letzten Gleichungen folgt 


A y = 


= _ J>o_ 


Ax 




M, 


M _ 




& 


Habe nun M die 
Coordinaten x 0 , 
2/oj-o? W,<I.Coor- 
dinatenx 15 ?/ 13 s,, 
so ist Mb = Ax ; 
ab = A;y , a M x 
—As ; nennt man 
MM X ■= r, so ist 

Aa?=r ro.v « 

A </=r co.9 ß 
A s— r co.<? 7 , 


und diese Werthe in die beiden Gleichungen 

(>„ ix + P 0 A?/ = 0 , 

W /* A c — Q„ A// = As 

substiluirt, geben für « ß y folgende Werllie 

IV 


(V 


o i ^ 2 O vo 

■'°' v *“ = (/*.* + (V)(1 + /'.* + <>.*)’ rns 1 = 0'.* + (V) O + 'V-HV) ’ 

a IV I (V 
— y = t ' +iv+p.« 

und diese gehen die Riehluug der Tangente zum Punkte M an. 
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Man wird daher, nachdem man den Punkt M angenommen hat, 
als Coordinaten des nächsten Punktes J/, haben 


X,= X 0 +Ax 

U~ Vo 




5l= 


Pq*+Qo 9 


Ax 


und man findet durch Substitution dieser Wertlic in die gegebene 
Differentialgleichung 

( 17 ) = f Oi + ,Vi > - 1 ) = /J . + Qi 


Zieht man von dem Punkte )/, , dessen Coordinaten , z 

sind, eine Gerade unter den Winkeln a, 7 , so, dass 

j> 2 o i> 2 

<-0,s (/V+y.*)(H-A-TÖ?) ’ t0A ’ ‘ 3,= (/ J ,- + (> 1 2 ) (! + /', 2 K' a i) 

fV + CV 

tos '/<- f+/»,*+<?,• 


ist, so ist diese Gerade eine Tangente /«um Punkte 71/,. Setzt man 
alsdann wieder 


x 2 = x, ■+• Ax 

<?, v 

//:= ^1— 7T-^ 




so erhält man wieder einen nächsten Punkt u. s. f. 

Es wäre hier am Orte, all diejenigen Fälle aufzuzählcn, in 
denen die eben vorgelragcne Constructions-Weise ihre Anwend¬ 
barkeit versagte. Allein, da diese Fälle dieselben sind, die in 
allen Theorien, wobei man die Differentialrechnung anwendet, 
Vorkommen, so unterlasse ich dies, und will bloss einen einzigen 
Fall einer Betrachtung würdigen. 

Wenn sich nämlich ereignet, dass für gewisse Wertlic von 
x, #/, 0 P —0 und £}=0 wird, alsdann erscheinen die y und s des 
nächsten Punktes , sowie auch die Cosinuse der Winkel a und ß, 
welche.die Richtung der Tangenten an x, ?/, s bestimmen, in der 
unbestimmten Form -jp während 7 , 90° wird. In einem solchen 
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Falle hat die Curve, welche das Bild der vorgelegten Diflcrential- 
Gleiehung ist, im Allgemeinen einen höchsten oder tiefsten Funkt. 
Seien x 0 > //o ? diese gewissen Wcrthe, so hat man statt der Glei¬ 
chung (1) zu schreiben 

(4) s. = + (4^-) (Aar + A y + 

oiler 

As = (i'o + Q„ 1/3T)(Aar + ly V^l) + 

+ jTö (Po' + Qo V=0(Aar + ly 

wenn man die kleinen Grössen der höheren als zweiten Ordnung 
vernachlässigt. Nun ist aber 

A = 0 , c>o = o, 

somit 

Ao = ^ (/v + Qo v~) (Aa- + ly y=iy 

oder 

As = 7> [ZV (a.i: 2 — Ay z ) — 2 (V Ax A y\ + 

+ 2 \Q» + 2/V Aar A//J 

und da dieses reell sein soll, so muss 


(5) o: (ä 7—Äy 3 ) + 3iV Ax A// == 0 

sein 5 hieraus folgen, falls nicht ZV und O 0 7 zugleich Null sind, 
für A?/ zwei verschiedene Werthe, bezeichnet man dieselben mit 
A ?/, und At/ 2 , so folgt aus (5) 


( 6 ) 


1 + 


A.r 



0 . 


Da an den tiefsten und höchsten Funkten dem Ax zwei 
Wcrthe von ly entsprechen, so werden von diesen Funkten zwei 
Curvenzweige auslaufen, welche zufolge der Gleichung ( 6 ) auf 
einander senkrecht stehen. 
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Sinti aber ncbsUlcnt, dass P o =0 und Q<> — Q ist, auch noch 
Po'—O, CV = 0, so hat man statt (4) zu schreiben 

Ao = ("8]7 ) + Av y — 1 ) + pä ( _ ä7 r ) + + 

oder 

As = (Zf, + Q„ Y^i) (A.r + A y Y~ T) + 

+ - 5 - (ft 4- Q„' Y — l ) (Aa? + A y V — 1 )' + 

+ \ (ft" + ft" v=i) (Aa?+A y Y=i) 3 

und da 

ft =0 ft = 0 

ft'= o o;= o 

ist, hat man 

As = I (ft" + CA." ✓=!) (Aa: + A ij Y~ T) 3 . 

Setzt man der Kürze halber 

Au; = r ros cc , A?/ = r sin u , 

so ist 

As = A- (ft" -t- CA." v'^T) (cos 3« + V^7 *■//? 3sc) , 

oder 

As = (Po" fo* 3a — O,/' .vm 3a) -f- 
+ -£• (IV' 3a 4- fi/' CO.S* 3a) 

and dies wird reell, wenn 

/V 7 »vm 3a + 0/' ros 3a = 0 , 
wird; hieraus folgt 

O " 

1(1111/ 3 « = — ~hri~r 
J 0 

woraus für a drei Wcrthc folgen, die construirtzu drei Richtungen 
führen, die unter gleichen Winkeln gegen einander geneigt sind. 
Eben so würde, wenn noch nebstdem 

K = o , Q'' = 0 
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wäre 

Ao = (/*/'' cos 4 a — Q 0 tff sin 4 a) + 

+ (/V" 4 a + cos 3 a) 

sein, dies fährt auf 

o 

tung 4a =- -ttt 

1 0 

und (lies, wenn Q 0 "' und P 0 "' von Null verschieden sind, auf 
vier sicli unter «deichen Winkeln schneidenden Curvenzwcigen u.s. f. 

Einer Erwähnung verdient wolil der Fall, wo alle P und 
0 der Nulle gleich werden. Dahin gehören die Gleichungen 
der Form 

v —? (-) •/*(«» »)• 


Setzt man hier für s eine solche Zahl , dass y (s) gleich 
Null wird, etwa s = a, so macht diese Substitution nicht nur 
, sondern auch ^ . . . , überhaupt alle DilTercu- 

liahjuotienten gleich Null, denn es ist für o — a 

1^- = 9 («0 • /' (" , *J = 0 * 


weil y (a) = 0 ist; ferner hat man 

■&= v (*) • 7 [/■ (" * a )J +/'(" > 5 ) ?' ( 3 ) ■ s« • 

Das erste Glied hievon ist Null, wegen ^(o), das zweite wegen 


0 *_ 
0/7 ’ 


also ist 



Ein nochmaliges DilVerenziren gibt 


0 3 75 

07 


C») • £ I/•(«,»)] + i [/■("» 

, 5) 9' 00 • 7 8 “ 


o] ?'(*)•-£■+ 


und hier hat wieder jedes Glied einen Factor Null, es sind diese 
nämlich der Ordnung nach 


? oo 


3« 

du 


a 3 * 

07 


im ersten, zweiten, dritten und vierten Gliede. 


0 *_ 

0/e 
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So fortfahrend , kann man sich leicht überzeugen, dass jeder 
DifTerciizialquotient gleich Null wird. — Man sieht, dass der Glei¬ 
chung?) z — ol genügt, den aus s — a folgt, ~ =0, und diese bei¬ 
den Zahlen substituirt, machen (7) identisch. Es ist somit G=a 
ein singuläres Integral, falls cs nicht aus dem allgemeinen Inte¬ 
grale durch Specialisirung der Constanten hervorgeht. 


Herr Rudolph Skuherskv hielt nachstehenden Vortrag: 
„Die Theorie der Th e il ungs punkt e als Beitrag zur 
Lehre von der freien Perspective/' (Taf. XXII.) 

Wenn auf eine beliebig im Baume gedachte Gerade A bestimmte 
Maasse aufgetragen werden sollen, oder wenn ein bestimmtes Maass 
dieser Geraden in eine gegebene Anzahl gleicher Theile getheilt 
werden soll, so kann dieses, wie bekannt, auf folgende Art ausge- 
ftihrl werden: Man ziehe irgend eine Gerade //, welche mit A in 
einer und derselben Ebene liegt, trage die gegebenen Maasse auf 
dieselbe auf, und führe durch die so erhaltenen Trennungspunkte 
parallele Linien, welche die Gerade A schneiden, 

Haben diese parallelen Linien eine solche Richtung, dass die 
inneren und äusseren Winkel, welche dieselben mit der Geraden 
A und B einschliessen , einander gleich sind, so werden durch sie 
auf der Geraden A dieselben Maasse bestimmt, welche auf die Ge¬ 
rade B aufgetragen wurden. 

Von diesem Satze wird dort eine nützliche Anwendung ge¬ 
macht , wo es sich darum handelt, auf dem perspectivisehen Bilde 
einer Geraden A bestimmte Maasse (perspectivisch) aufzutragen; 
dabei ist es von Vortheil, die bozeichnete Gerade B mit Rücksicht 
auf die eben angegebene Beschränkung in der Bildllächc zu 

O O o 

wählen. 

Da bei diesem Umstande die Trennungspunkte der auf B auf¬ 
getragenen Maasse schon die Durchschnitte der gedachten Thei- 
lungslinien mit der Bildllächc sind, so wird es sich nur um deren 
Yerschwindungspunkt handeln, um die perspectivisehen Bilder 
derselben zeichnen zu können. 

Die perspectivisehen Bilder der Theilungslinien werden das 
perspectivische Bild der Geraden A in Punkten schneiden, durch 



